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Ubungen zur Vorlesung
~Mathematik im Querschnitt*

-L6sungsvorschlag-
1. Es handelt sich bei
, T
y =2 tany, ye]-g, 5] (*)

um eine Differentialgleichung y' = h(x)-g(y) mit getrennten Variablen mit den stetigen Funktionen

™

h:R—R
— K, 5

h(z) =2z, und g¢g:]— g, [— R, g(y) =tany.

Die Funktion g ist sogar stetig differenzierbar, also ist die Bedingung ii) aus 2.8 erfiillt und es gibt
nach 2.8 zu jedem Punkt (zo,10) € Rx] — 7, 5[ eine eindeutig bestimmte Lésung ¢ : Dy, — R mit
©(ro) = yo. Zunichst liefert die Nullstelle y; = 0 von g die konstante Losung

Wl:RﬁRa 901(1.):07

und eine Losung ¢ kann, wegen der Eindeutigkeit, keinen Punkt mit ¢; gemeinsam haben (also
G, NGy, = D); es gilt also entweder

0<<p<E oder —z<<p<0.
2 2
1. Fall: Wir betrachten die DGL
, T
Yy :2$'tany7 ye]07§[ (*1)7

trennen die Variablen und formen &quivalent um:
Y
— =2zt
Ir T tany
1
/ dy = / 2z dx
tany
/C?Sxdy = /Qxd:z:
siny

In|siny| = 22 + ¢

(fiir eine Konstante ¢ € R)

. 2
|siny | =e* ¢
~—

>0

. 2

siny = ¥ ¢

y = arcsin(ex2+c)

Da y €]0, 5[, ist 0 < siny < 1, also muf e?+¢ < 1, und damit 22 + ¢ < 0, also 22 < —¢
gelten. Folglich gibt es Losungen nur fiir ¢ < 0, und die maximalen Lésungen von (1) sind
also

¢:D, — R, ¢(x)= arcsin(e“2+0), mit c € R, ¢ < 0,

und dem maximalen Definitionsbereich

D, =] - v=¢, v=cl.



2. Fall: Wir betrachten die DGL

y = 2x-tany, yG]—Q,O[, (*2)
trennen die Variablen und formen &quivalent um. Es ergibt sich wie im 1. Fall fiir eine Kon-
stante c € R

dy
— =2z tan
dx 4
|siny | = et te
~—~
<0
—siny = erite
siny = —emite
Y= arcsin(—em2+c)

Da y €] — Z,0[, ist =1 < siny < 0, also mufl —1 < —e¥’*+¢ und damit 1 > e*'*+¢, also

22 4+ ¢ < 0, also 22 < —c gelten. Folglich gibt es auch hier Losungen nur fiir ¢ < 0, und die
maximalen Losungen von (*2) sind also

p:D, — R, ¢(x)= arcsin(—e$2+c), mit c € R,c <0,
und dem maximalen Definitionsbereich

Dy, =] —v/—=c¢, V—c|.

Zusammenfassung:
Alle maximalen Losungen sind also:

p=¢1:R — R, ¢(x)=0,

ol —vV—c, Vv——c[— R, p(x)= arcsin(e$2+c), mit c € R, ¢ <0,
ol =—vV—c, vV—c[— R, ¢px)= arcsin(—e’”Q"'C), mit ¢ € R, ¢ < 0.
2. Bei
y/ = _2\/§7 ) 2 O? (*)

handelt essich um eine Differentialgleichung v’ = h(z) - g(y) mit getrennten Variablen mit den
stetigen Funktionen

h:R—R, h(zx)=-2, und g¢:[0,00[—= R, g(y)=+y.

Man beachte, daf hier die Bedingungen i) (g nicht nullstellenfrei) und ii) (g nicht stetig differen-
zierbar) aus 2.8 nicht erfiillt sind, eine eindeutige Losbarkeit des AWP ist also nicht garantiert
(und hier auch nicht gegeben).

Zunichst liefert die Nullstelle y = 0 von ¢ die konstante Losung
20 [0700[_)R7 ()0(33):07

die wegen (1) = 0 auch das Anfangswertproblem 16st;

Betrachtet man nun die Differentialgleichung

y, = _2\/§7 y >0, (*1)



so ist i) aus 2.8 erfiillt und zu jedem Punkt (x,y0) € Rx]0, 00| gibt es genau eine Losung von (%)
mit y(zp) = yo. Wir trennen die Variablen und formen dquivalent um:

=-2x+c¢ (fiir eine Konstante ¢ € R)

—2z +c\? ( n c>2
=|—) =|—-2+2) .
Y 2 2
Also ist die allgemeine Losung von ()

2
¢:D, — R, gp(:v)z(—:v%—%) , mit ceR,

wobei das maximale Losungsintervall alle x € R mit

1
3

—2:c+c:yT>O <— 2x4+c>0 << 2r<c :1:<§
2

enthélt. Damit ist D, = ]—oo, z [

Diese maximalen Losungen von (1) sind jedoch keine maximalen Losungen von (x), denn jedes

dieser ¢ lalt sich durch ¢(x) = 0 fiir + > § zu einer differenzierbaren Funktion (wieder mit ¢
bezeichnet) ¢ : R — R fortsetzen, welche auch Losung von (x) ist.

Die allgemeine Losung von (x), besteht also aus den Funktionen
p:R— R, ¢(z)=0,
und
o\ 2 N}
(—x—|—§) , fir x <

:R— R, xr) =
4 P() { 0 , fiir x >

N0 o

mit ¢ € R. Dabei sind alle Funktionen mit ¢ < 2 Losungen des gestellten AWP.

3. a) Die rechte Seite der DGL

/ 2

y =a(y—a) +1 (%)

ist von der Form
flay)=2*(y—2)*+1, (x,y) €R®

f ist stetig und (insbesondere) nach y partiell differenzierbar mit

82f(x,y)=x22(y—x), (xvy) €R2'
Diese partielle Ableitung ist stetig, also ist f nach y stetig partiell differenzierbar. Nach dem
Satz von Picard-Lindelof (2.11 b)) ist das gegebene AWP somit eindeutig losbar.

b) Ist p: D, — R die Losung des AWP, so ist ¢'(z) = 2%(y — )%+ 1 > 0 fiir alle x € Dy; da
D, C R ein Intervall ist, ist ¢ streng monoton wachsend.

¢) Wir fithren eine neue Funktion z ein mit



Mit y ist auch z differenzierbar und es gilt 2z’ = ¢ — 1 also

Y =22(y—2)?+1 = =222

Die DGL
2 =2 22 (+)
ist eine DGL mit getrennten Variablen und den stetigen Funktionen
h:R — R, hiz)=2> und g¢:R — R, g(z) = 2%

ferner ist y(0) =1 <= 2(0) = 1. Die Funktion h ist stetig differenzierbar, also gibt es nach
Satz 2.8 genau eine (maximale) Losung ¢ : D, — R mit 1(0) = 1. Die konstante Funktion

1/’13R — IR7 1/](33):07

ist eine Losung von (+), und, da zwei verschiedene Losungen keinen Punkt gemeinsam haben
kénnen, gilt fir die Losung ¢ des AWP stets 1p(z) > 0 fiir alle z € Dy. Wir losen also die
DGL

z'::cz-zQ, z >0, (+1),

trennen dazu die Variablen und formen &quivalent um:

dZ 2 2
% =T -z
1
/2dz:/1:2dx
z
1 15 .
=37 +ec (fiir eine Konstante ¢ € R)
z
_ 1
%x:g +c

Mit z(0) = 1 ergibt sich —1 = %03 + ¢, also ¢ = —1.
Eine Losung des AWP (41) mit z(0) = 1 ist damit

1 1

:D —>R, xTr) = — e R

wobei Dy, =] — 00, v/3[ (beachte, da8 1(z) > 0 fiir x € Dy).
Damit ist

L,
a:‘7
1—%953

p:]=00, VB[— R, oz)=
Losung des AWP
y =2y —x)? +1, mit y(0) = 1.
Wir betrachten die homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y' (@) =2y () + y(x) =0 (*0)

(bitte beachten: die urspriingliche Version der Aufgabe 4 enthielt den Druckfehler ... —2y(x)...
statt ...—2y'(x)... !)

Wir zeigen durch Einsetzen, dafi ¢1(x) = e*,xz € R, eine Losung von (xq) ist:

Es ist



Damit ist
ol (x) — 201 (2) + p1(z) =€e* —2e" +e" =0 VzeR. v

Wir zeigen nun, ebenfalls durch Einsetzen, dafl ps(x) = ze®,x € R, eine Losung von (xq) ist:
Es ist

Damit ist
o5 (1) =205 (1) +pa(z) = 2e"+xe”—2(e"+xe”)+3e” = 26" +7” —26" 226" +26" =0 VI ER. V

Wir zeigen durch Einsetzen, da ¢,(z) = <,z > 0, eine Losung von

" / 2e”
yi(a) =2y (2) +y() = —5 (*)
ist. Es ist
e[L’
op(T) = T
, _etrx—e-1  ze® —e”
@p(m) - .172 - I2
() (1e® + xe® — %) - 22 — (xe® — e%) - 21 ze® - x — 2(xze” — e*)
€T = =
“p 4 3
x2e® — 2xe® + 2e”
= 3 x> 0.
Damit ist
2. x T x T x x
— 2xe® + 2e ret —e e
1 _ 2 / — e _ 2 -
o) = 26 (2) + () - &+ 2
_a?e” — 2ze” 4 2¢" — 2x(xe” — ") + a?e”
— p
2e”

Da es sich bei @1, p2 aus a) um ein Fundamentalsystem von (%) handelt (denn ¢1, @2 sind
linear unabhingig und (*¢) ist eine DGL 2. Ordnung), ist die allgemeine Losung von (x)

T

e .
o(x) = cre” + coxe® + —, x>0, mitcy,co €R.
x

Es ist dann
/ T T T ze® —e*
©'(x) = c1e” + coe” + coxe +———, >0
T

Wir bestimmen nun ¢1, ¢ € R so, daf fiir ¢ gilt ¢(1) = 0 und ¢’(1) = 0. Es ergibt sich
e(1)=0: cle+ce+e=0 <— cle+cme=—c¢
@(1)=0: cle+coe+coe+0=0 < cie+2ce = 0.

Dieses lineare Gleichungssystem in ¢1,co hat die (eindeutig bestimmte) Losung co = 1, ¢; =
—2, also ist die Losung ¢ des gegebenen AWP

T

o(xr) = —2€" + ze® + e—, x> 0.
x



